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SAZETAK

U radu je prikazan savremeni postupak proracuna prostorne balisticke putanje primjenljiv za
projektile koji stabilnost tokom leta ostvaruju Ziroskopskim efektom. Analizirane su najuticajnije
aerodinamicke sile i momenti koji uticu na putanju i izveden je sistem vektorskih jednacina kojim je
determinisan matematicki model kretanja projektila.

Projektovanjem vektorskog sistema na koordinatne ose geodetskog koordinatnog sistema dobijen je
sistem diferencijalnih jednacina sa dodatnim algebarskim relacijama pogodan za programiranje.
Tacnost modela ilustrovana je kroz primjer proracuna putanje projektila 155 mm M549A41, ciji
rezultati su uporedeni sa eksperimentalnim podacima sa poligonskih ispitivanja.

SUMMARY

A modern computation procedure for ballistic trajectory prediction, applicable to spin-stabilized
dynamically stable projectiles, is presented. The most influenceable aerodynamic forces and moments
acting on a projectile have been analysed, and vector equations of motion, determining the
mathematical model, have also been derived.

By projection of vector equations of motion on right-handed ground fixed orthogonale coordinate
system axes, the system of differential equations including additional algebraic relations, suitable for
programming have been obtained. A model accuracy is shown through an example of computed
trajectory of 155 mm M549A1 projectile, whose results are compared to experimental data from firing
range testing.

1. UVOD

Osnovni zadatak spoljne balistike je da se za projektil poznatih karakteristika, od jednog odredenog
trenutka, sa dovoljnom tacnosc¢u, odrede karakteristike putanje do padne ili druge zadane tacke. Ovaj
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problem se Cesto naziva i direktan zadatak spoljne balistike za Cije rjeSavanje je potrebno odrediti sile
koje djeluju na projektil, napisati diferencijalne jednaCine kretanja, a zatim, rjeSavajuci sistem
diferencijalnih jednacina, odrediti karakteristike kretanja: koordinate teziSta tokom leta projektila.

Projektil kao osnosimetricno kruto tijelo ima teznju da postavi uzduznu osu simetrije u pravcu brzine,
ostvarujuc¢i najmanji otpor kretanju kroz vazduh. Sposobnost projektila da u toku leta odrzi ugao
izmedu vektora brzine i ose projektila u dovoljno uskim granicama predstavlja dinamic¢ku stabilnost
projektila. Stabilnost projektila oblika rotacionog tijela moze se ostvariti obrtanjem projektila oko
njegove ose velikom ugaonom brzinom, tj. Zziroskopskim efektom. Dovoljna ugaona brzina
obezbjeduje se preko vodeceg prstena koji se urezuje u zavojne Zljebove cijevi oruda.

Upotrebljivost bilo kojeg matematickog modela definisana je njegovom sposobnos$cu da obezbijedi $to
pribliznije poklapanje sa eksperimentalnim rezultatima u okviru Sto Sireg dijapazona uslova upotrebe.
Cilj ovog rada je da prikaze matematicki model za simulaciju putanje artiljerijskih zirostabilisanih
projektila koji u sebi sintetizira prednosti Euler-ovog modela i modela putanje sa Sest stepeni slobode,
kao Sto su jednostavnost, velika proracunska brzina i visoka tacnost.

2. OSNOVNE JEDNACINE KRETANJA PROJEKTILA

Ako je poznat sistem spoljasnjih sila koje uticu na kretanje projektila, vektorska jednacina kretanja
njegovog centra mase data je u obliku :

mﬁzmd—szn:Fi 2.1)
/-
gdje su : m - masa projektila
V - vektor apsolutne brzine centra masa projektila
F’[ - i-ta spoljasnja sila

Rjesenje vektorske jednacine (2.1) svodi se na njenu transformaciju u sistem skalarnih jednacina,
odnosno projektovanje na ose unaprijed odabranog koordinatnog sistema.

U balistickim analizama obi¢no se razmatra kretanje projektila u odnosu na koordinatni sistem vezan

za Zemlju. Posto se Zemlja okrece, onda brzina centra mase projektila V u odnosu na Zemlju
predstavlja brzinu u odnosu na pokretni koordinatni sistem.

Izra¢unavanje maksimalnih vrijednosti prenosnog i Koriolisovog ubrzanja za ekstremne slucajeve koji
se mogu pojaviti pri letu brzorotirajuc¢ih artiljerijskih projektila pokazuju da prakticno u svim
sluc¢ajevima leta takvih projektila nije neophodno uzimati u obzir uticaj inercijalnih sila. Shodno tome,

moZemo usvojiti da su a = a,, =0, . usvajamo pretpostavku da je Zemlja nepokretna, a brzina 14

u odnosu na Zemlju je apsolutna brzina.
Uz prethodne pretpostavke vektorska jednacina kretanja centra mase projektila svodi se na:

v &K= s -

m—=Y F =R+mg (2.2)

dt ‘I
Analiziratemo sada kretanje projektila kao krutog tijela u datom koordinatnom sistemu. PoSto je
artiljerijski projektil tijelo rotacionog oblika, dodijelimo osi rotacione simetrije jedini¢ni vektor X, , sa
izabranim pozitivnim smjerom usmjerenim od centra masa ka vrhu projektila.
Ukupni moment koli¢ine kretanja projektila se moze izraziti kao suma dva vektora u koordinatnom
sistemu vezanom za Zemlju :

e momenta koli¢ine kretanja oko vektora X,
e momenta koli¢ine kretanja oko ose koja je normalna na vektor X,,.
Moment koli¢ine kretanja oko vektora X, ima intenzitet / p, gdje je I, moment inercije projektila

oko X, , a vektorski predstavljen ovaj moment je / pXx, .
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Ukupna ugaona brzina projektila oko ose normalne na X, je data vektorom Q= ()?O X ’;Co )
Posto tijelo projektila ima rotacionu simetriju, svaka osa koja prolazi kroz centar masa, a normalna je
na X,, je glavna osa inercije. Ako je moment inercije projektila oko neke popre¢ne ose koja prolazi

kroz centar mase oznaCen sa [, ukupni moment koli¢ine kretanja oko te ose normalne na X, bice

predstavljen vektorom 7, ()?0 X ;O) . Sada se ukupni moment koli¢ine kretanja projektila K moze
predstaviti u obliku vektorskog zbira prethodnih komponenata :
K = I,p-x,+1, ( xxo) (2.3)

Ako sa ZM ozna¢imo sumu spoljnih momenata koji djeluju na projektil, onda ¢e osnovna jednacina

kretanja projektila oko centra mase glasiti:

— =7 —-x0+1xp-§c0+1( xxo) M (2.4)

Sada je neophodno definisati aerodinamicke sile i momente koji determinisu model kretanja
projektila.

3. AERODINAMICKE SILE I MOMENTI

Ukupna aerodinamicka sila R i moment M nastaju kao rezultat medusobnog djelovanja atmosferske
sredine i projektila koji se kre¢e kroz nju. Veli¢ina, pravac i polozaj napadne tacke ukupne
aerodinamicke sile (centar pritiska) zavisi od oblika, dimenzija projektila, orijentacije u odnosu na
struju vazduha i karakteristika vazdusne struje - gustine, brzine, stepena stisljivosti, itd.

U ovoj analizi usvoji¢emo da se ukupna aerodinamicka sila R sastoji od dvije dominantne

komponente, otpora Di uzgona Z, zanemaruju¢i Magnusovu silu (koja je po intenzitetu preko 100
puta manja od uzgona) i ostale sekundarne sile nestacionarnog karaktera.
Ukupna aerodinamicka sila je zbir vektora:
R=D+L
Aerodinamicke sile i momenti koje cemo definisati u ovom modelu prikazani su na sl. 1.

AT

SI.1 Aerodinamicke sile i momenti
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Otpor - Intenzitet sile otpora predstavljen je u klasi¢noj spoljnoj balistici u obliku p -Cp - Vr2 ,

gdje su: p- gustina vazduha, d - kalibar, V, - brzina centra masa projektila u odnosu na vazduh i

C,, - bezdimenzionalni koeficijent otpora. Ako vektor 1% predstavlja brzinu u odnosu na vazduh,

I

onda je smjer otpora — V.
Slika 1. ilustruje primjer projektila na koji djeluju aerodinamicke sile, gdje je smjer jedini¢nog vektora

X, orijentisan duz ose simetrije, a brzina je predstavljena sa V, . Ugao izmedu V., i X, oznacen je sa

A
o 1uobicajeno se naziva nutacioni ugao.
Nutacioni ugao povecava otpor projektila zbog pojave indukovanog otpora koji raste sa njegovim

kvadratom. Koeficijent indukovanog otpora oznacava se sa C a povecanje koeficijenta otpora

DO_Z ’
koje se javlja usljed nesimetri¢nog opstrujavanja je C .- o* . Efektivni koeficijent otpora je :

C,=Cp+C, . 0’ (3.1
Sila otpora vazduha predstavljena vektorski na bazi gornjih definicija je:

prd?

D=-L%(cpy+C, .-*)V,-T. (3.2)

Uzgon - Aerodinamicki uzgon javlja se usljed nesimetricnog opstrujavanja vazduha oko projektila
koji leti pod napadnim uglom. Intenzitet sile uzgona dat je u obliku :

ud

L=p—2C, -V’ sinc (3.3)

gdje je: C, - bezdimenzionalni gradijent koeficijenta uzgona. Uzgon djeluje u ravni nutacionog ugla i
normalan je na smjer kretanja projektila.

Ako razmotrimo vektor [V, x X, x V. )| vidimo da ovaj vektor ima intenzitet ¥, -sin & i normalan je

na V_, alezi uravni koja sadrzi V, i X, . Pomocu njega mozemo predstaviti vektor uzgona u obliku :

id*

C,. -7 x5, x7.) (3.4)

Ako se vektor ukupne aerodinamicke sile projektuje paralelno i normalno na X, umjesto na V,

o

L=p

dobi¢emo komponente koje nazivamo aksijalna i normalna sila. Normalna sila je komponenta ukupne
aerodinamicke sile koja proizvodi moment prevrtanja.

Destabilisudi staticki aerodinamicki moment - Ako pravac dejstva aerodinamicke normalne sile ne
prolazi kroz centar mase, $to je redovna pojava, kod rotacionih tijela se javlja aerodinamicki moment
prevrtanja. Intenzitet ovog momenta, koji je rezultat dejstva normalne sile na projektil, dat je u obliku:

id’

M,=p -V’ .sino (3.5)

.C..

o

gdje je C,._ - bezdimenzionalni gradijent koeficijenta aecrodinamickog destabiliziraju¢eg momenta.
Vektor momenta prevrtanja je normalan na ravan nutacionog ugla (ravan opstrujavanja), odnosno
ravan koju definiSu vektori 17, i X,, a njegov smjer je odreden vektorom I7r X)_c'(j koji je po
intenzitetu jednak V, -sin o . Sada moment prevrtanja u vektorskom obliku mozemo predstaviti kao :

7id?

C._-V, -(17, xfco) (3.6)

M,=p :
UzduZni prigu$ni moment - Uzduzni prigu$ni moment je moment koji se javlja kao rezultat
viskoznog trenja vazduha oko povrSine rotirajuc¢eg projektila i ima tendenciju da zaustavi aksijalnu

rotaciju. Intenzitet ovog momenta definisan je kao:
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4
_PE oy 3.7)

X 16 lp.p r

M

gdje je C ;- bezdimenzionalni gradijent koeficijenta prigusnog uzduznog momenta za referentnu

, «_ pd . . Lo L o
ugaonu brzinu p = pia . PoSto se ovaj moment suprotstavlja aksijalnoj rotaciji, njegov smjer je
odreden sa vektorom — X, . Vektorski predstavljen ovaj moment je:

prd*

M, === =Cp Y, 5 (3.8)

4. ODREPIVANJE NUTACIONOG UGLA DINAMICKE RAVNOTEZE

Za odredivanje aerodinamickih sila i momenata u vektorskoj formi, neophodno je uvesti vektore koji u
potpunosti opisuju kretanje projektila. Pravac i smjer kretanja odreden je jedinicnim vektorom

I =—, koji polazi iz centra mase u smjeru vektora relativne brzine u odnosu na vazduh V.

r

Orijentacija projektila definisana je jedini¢nim vektorom X, duZ njegove ose, usmjerenim ka vrhu.

Da bi se dobila odgovarajuca orijentacija za ovu velicinu, uvodi se slijedeci vektor:
&dzfx(ioxf):io—cosa-i 4.1)

Ocigledno je da iz uslova ortogonalnosti slijedi o, I1=0 (tj.&dJ_j ).

Pretpostavljamo da je brzina promjene nutacionog ugla & zanemarljiva, §to podrazumijeva da
intenzitet & ima veoma male vrijednosti.
Uz ovu pretpostavku diferenciranjem relacije (4.1) dobijamo slijedecu vezu:

X, =C0SO - I 4.2)
Za odredivanje nutacionog ugla dinamicke ravnoteze koristimo jednacinu kretanja (2.4). Obzirom da
je poprecna ugaona brzina zanemarljiva u odnosu na aksijalnu, $to implicira i zanemarivanje poprecne
komponente momenta koli¢ine kretanja, to se ukupni moment koli¢ine kretanja moze priblizno
predstaviti kao :

K=1p-%, (4.3)
Jednacina (2.4) u datim uslovima sada glasi:
dk dp — = —
—=1 —Xx,+I.p-xXx, =M 4.4
dt X dt 0 xp 0 a ( )

Blaga promjena rotacije projektila duz putanje, koja je rezultat djelovanja prigusnog momenta M _,

ima za posljedicu to da je prva komponenta brzine promjene momenta koliine kretanja zanemarljiva
u odnosu na drugu, tako da je sada:

ﬂgzgpazﬂh (4.5)

dt
Prethodna pojednostavljenja izvrSena su uz pretpostavku da vaze slijedeci uslovi:
e Projektil je rotaciono tijelo kojem se geometrijska osa poklapa sa dinamickom osom inercije;
e Projektil je dinamicki stabilan (S>1);
e Pocetni nutacioni ugao je mali i nema nikakvog znacajnijeg uticaja na putanju.
Jednacina (4.5) sada glasi:
3

pr');CO = ,07;61' Coo V., '(ﬁrxio)

Uvrstavanjem veza (4.1) i (4.2) slijedi:
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prd’

C..V -[er(&d +cosa-f)]

mo

pr-cosa-f=

Posto je [17, X (5‘ . tcoso- I )] =Ix6& < » sada se vektorska jednacina transformiSe u oblik :

~ 7 8/ p-coso =
5, 5] = Seb c0s
pﬂd C;TzJVr
Koriste¢i osobinu skalarnog proizvoda (5‘ dJ_i =0, I = 0), rjeSenje vektorske jednacine je:
- S0 (7, 7) (4.6)
prd*C ¥,
Vektor relativne brzine u odnosu na vazduh odreden je relacijom:
V.=V-W 4.7)
a relativno ubrzanje relacijom:
V. =V-W (4.8)

gdje su: W, W - vektor brzine i ubrzanja vjetra.
Iako je u realnim uslovima leta vjetar redovna pojava, njegov intenzitet i smjer zavise od trenutnog
stanja u atmosferi. Rijetko se deSava da on brzo mijenja intenzitet u toku leta projektila, tako da
mozemo pretpostaviti da je uticaj W beznacajan, tj. da je I7r =V.
Uz prethodnu pretpostavku, te uvodeci aproksimaciju coso = 1, relacija (3.7) se svodi na:

- 81 -2

o B (7 w

pﬂd CﬁaVr

Osnovni cilj izvodenja izraza za priblizno odredivanje nutacionog ugla dinamicke ravnoteze o, je

formiranje matemati¢kog modela ukljucujuci uticaj ovog ugla na prostorni oblik trajektorije projektila.
5. FORMIRANJE KONACNOG SISTEMA JEDNACINA

Sistem jednacina koji opisuje kretanje projektila se sastoji od:

e Jednacine kretanja centra masa projektila (2.2), koja kada se uvrste izrazi za sile glasi:
mdV P’ prd”
dt 8

e Procjene nutacionog ugla dinamicke ravnoteZze:
Gy =P ( 7 xp ]

pﬂ-d CﬁaVr
e Relativne brzine projektila u odnosu na vazduh:
V.=V-Ww

e Polozaja projektila u koordinatnom sistemu vezanom za Zemlju :

(Cp+C, .02, 7+ 25, VG, +mi (5.1)

r

r=v (5.2)
e Jednacine uzduzne rotacije projektila koja glasi:
dp . prd* .
| —Xy=—"——C, -p'V X (5.3)
a0 e P
U geodetskom koordinatnom sistemu vektor polozaja projektila u prostoru (radijus vektor), vektor
apsolutne brzine i ubrzanja su dati kao:
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L
dt Y

a vektor brzine vjetra:
W=Wi+W.k
Komponenta Wy ravna je nuli, jer se pretpostavlja da nema vertikalnih strujanja u atmosferi.

Konacno mozemo oformiti kompletan sistem skalarnih jednacina projektovanjem vektorskih jednacina
na ose geodetskog koordinatnog sistema:

, _ pmd’ prd’ 8.p ; )
Vx == .(CDO +CDO-2 05) Vr (Vv _Wx)+ 8m ’ CLa' .Vrz [_ WJ[V}) ) VZ _(VZ _WZ)Vy]
, _ pmd’ prd’ 81.p

v, =-E (Cp+C, . -02)V, 7, + - CLJ-Vf-(— oy 4]-

v —woy - -y ]-o

; d’ d’ 87 . .
Vz - p8m -(CDO +CD0-2 O-j) I/i(I/z _Wz)+ pgﬂ.m : CLU 'Vrz ( ﬁ}[(l/r _Wx )Vy _Vy ’ Vr]
Vo= -w) vy -w) (54)

[ 81, J (A AN B A AN AN
wd CooV ) 4| -w) v, -v, v ]

X= V.

Y=V,

Z=V,

Sistem dlferencgalnih jednacina koji opisuje kretanje projektila nije moguce integrirati u opstem
obliku izraZzenom kroz kombinaciju elementarnih funkcija. Razlog lezi u tome $to na desnim stranama
diferencijalnih jednacina egzistiraju komponente aerodinamickih sila, koje su slozene nelinearne
funkcije zavisne od viSe promjenjivih, a obi¢no su zadate graficki ili tabli¢no.

Partikularno rjeSenje sistema diferencijalnih jednacina, Sto predstavlja jednu putanju projektila, dobija
se numerickim integrisanjem metodom Runge-Kuta.

6. POREDENJE EKSPERIMENTALNIH I TEORETSKIH REZULTATA

Da bismo testirali tacnost metode modifikovane materijalne tacke za odredivanje putanje projektila
uporedi¢emo rezultate dobivene tom metodom sa eksperimentalnim rezultatima, za aktivno-reaktivni
artiljerijski projektil 155 mm M549A1.

Kao eksperimentalni rezultati koriste se podaci dobiveni ispaljivanjem grupe od 5 projektila 155 mm
M549A1, s punjenjem XM201B2 (domet, skretanje udesno i po¢etna brzina). Projektili su ispaljeni sa
iskljucenim raketnim motorom, a opit je izveden na poligonu Tonopah Test Range u Nevadi, tokom
oktobra 1977.

Svi projektili su ispaljeni iz cijevi topa M 185 sa gasnom ko¢nicom. Elevacija topa je 45° na prosje¢noj
nadmorskoj visini poligona od 1630.4 m.

Posto nema podataka o vjetru, za analizu ¢e se kao referentne vrijednost koristiti srednji domet i
srednje skretanje popravljenih vrijednosti za tabli¢nu pocetnu brzinu V, = 610 m/ S.

Srednji domet sveden na tablicnu pocetnu brzinu je 17701.6 m, standardna devijacija je 89.52 m a
skretanje udesno je 380.4 m.
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S1.2 Projektil 155 mm M549A1 (mjere izrazene u kalibrima)

Aerodinamicki koeficijenti, neophodni za prora¢un putanje, dobijeni prora¢unom poluempirijskim
metodama za potreban dijapazon promjene Mach-ovog broja, prikazani su na slikama od 3 do 7.

05 10 15 20 M 25

S1.3 Koeficijent otpora pri nultom napadnim uglu

25
g | —
E 20
ER \//
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S1.4 Gradijent koeficijenta uzgona
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Koeficijent induktivnog otpora C p,”

Gradijent koeficijenta momenta prevrtanja

S1.6 Gradijent koeficijenta prigusnog uzduznog momenta

05 1 15 2 M 25

S1.4 Koeficijent induktivnog otpora

N

0,0

0,5 Lo LS 2,0 M 2,5

S1.5 Gradijent koeficijenta momenta prevrtanja

Metodom modifikovane materijalne tacke, za tabli¢nu po&etnu brzinu ¥, = 610m/s i standardnu
atmosferu ICAO, dobijen je domet 17529.5 m i skretanje 359.4 m.

Uporedujuci dobivene rezultate sa eksperimentalnim moze se ustanoviti da je greska manja od 1%, Sto
predstavlja zadovoljavajucu tacnost modela (odstupanje u dometu je manje od 1%, a kod skretanja je

ispod 0.75%).
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7. ZAKLJUCAK

Model balisticke putanje artiljerijskih brzorotirajucih projektila izlozen u ovom radu omogucava
veoma brzo odredivanje svih relevantnih parametara trajektorije sa visokom tacnosc¢u.

Prihvatljiv broj koeficijenata koji defini$u acrodinamiku projektila, ¢ini ovaj model pogodnim kako za
fazu preliminarnog projektovanja tako i za izradu tablica gadanja.

Poredenjem modela modifikovane materijalne tacke sa Euler-ovim modelom i modelom putanje sa
Sest stepeni slobode kao najslozenijim, postize se proracunska tacnost koja je bliska modelu Sest
stepeni slobode, uz priblizno dvostruko vise proracunskog vremena u odnosu na Euler-ov model
materijalne tacke, dok proracun po modelu Sest stepeni slobode zahtijeva cak 100 do 1000 puta vise
proracunskog vremena, za isti korak integracije.

Poredenje dobijenih teoretskih i eksperimentalnih rezultata najbolje ilustruje tac¢nost metode, pri
upotrebi tokom faze projektovanja novog projektila.

Pri izradi tablica gadanja, u cilju uskladivanja prora¢unskih i izmjerenih vrijednosti dometa i skretanja,
u jednadine modela se uvode dodatni koeficijenti fitovanja, kojima se neutrali$e neizbjezno odstupanje
kao posljedica nesavr$enosti metoda predvidanja aerodinamockih koeficijenata.
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